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INTRODUCCION A LA LOGICA
BORROSA

En 1965, L. A. Zadeh introduce la teoria de conjuntos borrosos [158], como un mecanismo
para representar la vaguedad e imprecision de los conceptos empleados en el lenguaje
natural. Estos conjuntos borrosos® fueron definidos como una extensién de los conjuntos
clasicos capaz de modelar la imprecisién propia de los conceptos humanos. A mediados
de los 70 llega la ampliacion del concepto de conjunto al de légica, apareciendo las logicas
borrosas y las aplicaciones a sistemas de control. Hoy en dia son muchas las aplicaciones
tanto industriales como domésticas que hacen uso de este paradigma.

2.1 CONJUNTOS BORROSOS

Como se ha apuntado, el origen de la 16gica borrosa es la nocién de conjunto borroso.
Antes de abordar el estudio de la Teoria de Conjuntos Borrosos, se revisaran algunos
de los conceptos bésicos de la Teorfa Clasica, con el objeto de alcanzar una mayor
comprension de ambas.

2.1.1 Revisién de la Teoria Clasica de Conjuntos

Definiciones, terminologia y notacion

El punto de partida de la teoria de conjuntos son las nociones de elemento y de
conjunto. Un conjunto se define genéricamente como una coleccién de elementos. Tipi-
camente los elementos que forman parte de un conjunto tienen algin tipo de propiedad
en comun que les haga susceptibles de pertenecer al conjunto, pero tal requisito es mera-
mente anecddtico. El conjunto se suele representar con una letra mayuscula, tipo A, B,
C, etc. .., y los elementos del mismo se representan con una letra mintuscula (a,b,c, etc).

Sobre los conjuntos se define una relaciéon de pertenencia, la cual se denota con el
simbolo €. Asi pues, si el elemento a pertenece al conjunto A, este hecho se formaliza

INo existe un consenso claro respecto a la mejor traduccién del término fuzzy. Algunos autores optan por
difuso, mientras que otros lo hacen por borroso.
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mediante la expresion
ae A

En el caso en que b no pertenezca a A se escribe

b A

Respecto a la forma de descripcién del conjunto, ésta se puede realizar de manera
enumerativa, A = {a1,a9,...,a,}, o bien, mediante la ley de formacién a la que se ha
hecho referencia A =‘los diez primeros numeros naturales’. Tal definicién, como puede
imaginarse, es equivalente a escribir de forma enumerativa A = {1,2,3,...,10}.

Se define el cardinal de un conjunto como el nimero de elementos que forman parte
de dicho conjunto. Si dicho cardinal es un nimero finito, el conjunto se denominard
finito. Caso contrario serd infinito. Dentro de estos ultimos, deben distinguirse los de
cardinal numerable, que seran aquellos cuyos elementos se pueden poner en relacién 1:1
con los nimeros enteros (por ejemplo, el conjunto de los nimeros pares); por otra parte
nos encontraremos conjuntos de cardinal no numerable, como, por ejemplo, el conjunto
de los nuimeros reales comprendidos entre dos nimeros a y b.

La relacion de inclusién se deriva de la relacién de pertenencia; un conjunto B se
dice que esta incluido dentro de un conjunto A cuando todos los elementos de B estan
en A. Si tal es el caso, podemos expresar de forma abreviada que B C A, o bien que
A D B. Si se verifica que B C Ay que A C B de forma simultdnea, entonces es que los
dos conjuntos son iguales.

Dos conjuntos de dice que son disjuntos si no tienen ningun elemento en comtn. A
estos conjuntos se les denomina también mutuamente excluyentes.

Dado un problema, el conjunto universal, denotado por S2, ser el conjunto formado
por todos los elementos del problema. De forma complementaria, el conjunto vacio,
denotado por (), serd un conjunto sin ningin elemento. Como es natural, los conjuntos
Sy () son mutuamente excluyentes.

Sea S un universo del cual cualquier conjunto A es subconjunto, esto es:
ACS, VA

En teoria clasica de conjuntos cualquier elemento x perteneciente a S pertenece o no
pertenece al subconjunto A de manera clara e inequivoca, sin que exista ninguna otra
posibilidad al margen de estas dos.

La pertenencia o no de un elemento arbitrario  a un subconjunto A viene dada en
la mayoria de los casos por la verificacién o no de un predicado que caracteriza a A y da
lugar a una biparticiéon del universo de discurso S.

2En légica borrosa, el término universo suele ir acompafiado del término “de discurso”. En lo que sigue
emplearemos tal denominacion.
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Por ejemplo, sea S el universo de discurso formado por todos los rios del mundo.
Definiremos el conjunto A como aquél que estd formado por todos aquellos elementos de S
que verifiquen el predicado “x fluye por Europa”. Por citar algunos ejemplos ilustrativos:

“Rhin” € A
“Nilo” ¢ A
“Ebro” € A

Debe hacerse notar que ha sido posible proporcionar una definicién clasica del conjunto
A porque su correspondiente predicado permite la biparticién del universo S.

Funcion caracteristica

El concepto de pertenencia o no de un elemento a un conjunto A puede expresarse
numéricamente mediante una funcion caracteristica®. Esta funcién asigna a cada ele-
mento x del universo de discurso un digito binario (1 6 0) segin x pertenezca o no al
conjunto A [59].

pa: 8 — {0,1} soA(x)—{é s\ )

Cualquier conjunto A C S se puede definir por los pares que forman cada elemento z del
universo y su funcién caracteristica, expresandose de la siguiente forma:

A= {(z,pa(z))|x € S} (2.2)

Por ejemplo, el conjunto A = {3,4,5,6,7,8,9,10} se puede representar por su funcién
caracteristica

1 paraz € {3,4,5,6,7,8,9,10}

0 de otro modo

palz) = {

Operaciones basicas entre conjuntos

Dados dos conjuntos cualesquiera A y B incluidos en S es posible definir un conjunto
de operaciones bésicas entre ellos [66, 130]:

Complemento: El complemento de A se denota por A, y estd formado por todos los
elementos de S que no pertenecen a A (operador unario).

rcAsizg A (2.3)
Su funcién de caracteristica seré:

px(x) =1—pa(z) (2.4)

3 Algunos autores la denominan también funcién de pertenencia. En este texto se ha optado por usar funcién
caracteristica para los conjuntos cldsicos y funcién de pertenencia para los borrosos.
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Interseccién: se denota por AN B y se define como el conjunto formado por aquellos
elementos de S que pertenecen a A y a B simultaneamente:

reANBsizre AyxeB (2.5)
La funcién caracteristica correspondiente es:

panp(r) = min(pa(z), pp(r)) (2:6)

Unién: Es el conjunto formado por aquellos elementos que pertenecen a A, o pertenecen
a B, o bien a ambos simultdneamente. Se denota por AUB y su funcion caracteristica
es:

pauB(r) = max(pa(z), p5(x)) (2.7)

Propiedades de los conjuntos cldsicos

Las operaciones entre conjuntos clasicos presentan ciertas leyes y propiedades:

1. Propiedad conmutativa

AUuUB=BUA
ANB=BnA (28)
2. Propiedad asociativa
(AuUB)UC =AU(BUCQC) (2.9)
(ANB)NC=An(BNCQC) '
3. Leyes de idempotencia
AUA=A
ANA=A (2.10)
4. Leyes de absorcion
(AUB)NA=A
(ANB)UA= A (211)
5. Propiedad distributiva
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (2.12)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) '
6. Propiedades de absorcién por Sy )
AUuS = S
AND = 0 (2.13)
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7. Propiedades de identidad

jﬁg _ i (2.14)
8. Involucion del complemento B
A=A (2.15)
9. Leyes de Morgan -
nB -0 @19
10. Leyes complementarias
HEE

Logica Clasica: Operadores y procedimientos de inferencia

El razonamiento en Légica Clasica se realiza segun dos esquemas de inferencia conoci-
dos como modus ponens (MP) y modus tollens (MT). El primero de ellos es el fundamento
del procedimiento de encadenamiento hacia adelante, mientras que el segundo se puede
identificar con el encadenamiento hacia atras [130, 131].

Regla: Si X es A, entonces Y es B
MP:  Hecho: Xes A

Conclusion: Y e B

Regla: si X es A, entonces Y es B
MT:  Hecho: Yes B

Conclusién: X es A

En “razonamiento clasico” se compara el hecho, fruto de la observacion, con el
condicional de la regla. En caso de verificarse este ltimo, se infiere de manera inmediata
la correspondiente conclusién. La verificacion ha de ser exacta, pues de lo contrario la
regla en cuestién no serd utilizable y no podra efectuarse razonamiento alguno.

2.1.2 Extension a conjuntos borrosos

En la seccién 2.1.1 se ha visto cémo la mayoria de las veces los conjuntos clasicos
se definen mediante un predicado que da lugar a una clara biparticién del universo de
discurso S. Sin embargo, el razonamiento humano utiliza frecuentemente predicados de
los cuales no resulta esa biparticién; son los denominados predicados vagos.

Siguiendo con el universo de discurso anterior, el formado por todos los rios del
mundo, podemos definir en él el conjunto B como aquél formado por los rios “largos”.
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Por supuesto, es imposible dar a B una definicién clasica, ya que su correspondiente
predicado no divide el universo S en dos partes claramente diferenciadas. No resulta
nada facil afirmar con rotundidad que un rio es “largo” o no lo es. El problema podria
resolverse en parte considerando que un rio es “largo” cuando su longitud supera cierto
umbral fijado de antemano. Decimos que el problema tan sélo se resuelve en parte, y
de manera no muy convincente, por dos motivos: de una parte el umbral mencionado se
establece de una manera arbitraria, y por otro lado podria darse el caso de que dos rios
de longitudes muy diferentes fuesen considerados ambos como “largos”. Evidentemente,
el concepto “largo” asi definido nos daria una informacién muy pobre sobre la longitud
del rio en cuestién.

La manera mas apropiada de dar solucion a este problema es considerar que la perte-
nencia o no pertenencia de un elemento z al conjunto B no es absoluta sino gradual. En
definitiva, definiremos B como un conjunto borroso [90, 109] (fuzzy set en la bibliografia
anglosajona). Su funcién caracteristica (ahora “de pertenencia”) ya no adoptard valores
en el conjunto discreto {0, 1}, sino en el intervalo cerrado [0, 1].

Mediante notacién matemaética se define un conjunto borroso A como:

A= {(z, pa())]z € S} (2.18)

Funcion de pertenencia

La funcion caracteristica es reemplazada por una funcion de pertenencia que se define
pa S —10,1] (2.19)

de tal modo que pa(x) € [0,1] es el grado con el que un elemento = € S (siendo S el
universo de discurso) pertenece al conjunto borroso A. Cuando pa(x) = 0 el elemento
no pertenece al conjunto, y cuando p4(x) = 1 pertenece totalmente.

La forma de la funcién de pertenencia tiene una cierta componente subjetiva, frente a
la forma rigida (objetiva) de las funciones caracteristicas de la légica cldsica. En funcién
de la aplicacion de los conjuntos o de los conceptos representados por ellos, estas funciones
pueden adquirir muy diversas formas, y muchas veces pueden ser elegidas con un amplio
grado de libertad por parte del “disenador”, lo que en la practica puede traducirse como
la posibilidad de incluir cierto conocimiento experto.

A pesar de que las funciones podrian tener cualquier forma, en la literatura se tiende
a trabajar con funciones de pertenencia estandares [114] (Fig. 2.1):

1. Funciones Gaussianas o con forma de S (Fig. 2.1(a)). Usan la férmula

1 (x —m)?
u(w)—smexp< 5 )
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Permiten modelar facilmente modificadores (sec. 2.1.9) pero son complicadas para el
célculo.

2. Funciones triangulares o trapezoidales [45]. Se definen en funcién de los vértices
de las funciones; A(a, b, c) para las triangulares (Fig. 2.1(b)) y T'(a, b, c,d) para las
trapezoidales (Fig. 2.1(c)). Son sencillas de manejar en algoritmos numéricos.

Figura 2.1 Funciones de pertenencias tipicas: a) Gaussianas, b) Triangulares c¢) Trapezoidales.

Zeng y Singh [174] definen un modelo de funcién de pertenencia que agrupa a las
principales clases, la funcién Pseudo-trapezoidal.

Definicién 1 (Funcién Pseudo-trapezoidal (PTS))
La funcién PTS (Del inglés pseudo trapezoid-shaped) es una funcién continua dada por

o ooty
T € |[bc
A(z;a,b,c,d, h) = D(z) z € (c,d

0 xeU—|a,d] ={z|x € Ux ¢ [a,d]}

dondea <b<c¢<d,a<d,I(x)> 0esuna funcién mondtona estrictamente creciente en
[a,b) y D(z) > 0 es una funcién mondtona estrictamente decreciente en (c,d] (Fig. 2.2).
Cuando la funcién de pertenencia de un conjunto borroso A es una funcién PTS, se llama
funcién de pertenencia PTS y se denota por A(x) = A(x;a,b,c,d, h). Cuando el conjunto
borroso es normal (es decir, h = 1), su funcién de pertenencia se denota simplemente
por A(x) = A(z;a,b, c,d).

ol-----—-—---
o

Figura 2.2 Funcién Pseudo-trapezoidal (PTS)

De acuerdo con la Definicién 1, las funciones trapezoidales son un caso especial de
las funciones PTS cuando b < c y
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y las funciones triangulares es el caso especial cuando b=cy

r—a xr—a T —d x—d
I = f— D = =
() b—a c—a’ () c—d b—d
JOVEN ./ MADURO ,/  VIEIO

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.3 Ejemplo de conjuntos borrosos

Como ejemplo, en la figura 2.3 se muestran algunos conjuntos borrosos definidos
en el universo de discurso Edad. El conjunto borroso “Joven” representa el grado de
pertenencia respecto al pardmetro juventud que tendrian los individuos de cada edad.
Dicho de otra manera, el conjunto expresa la posibilidad de que un individuo sea carac-
terizado como “Joven”. Un conjunto borroso podria ser considerado una distribucién de
posibilidad, que es diferente a una distribucién de probabilidad [32].

Puede verse que los conjuntos borrosos de la figura 2.3 se superponen, entonces un
individuo z, podria tener un grado de pertenencia en dos conjuntos: “Joven” y “Maduro”,
indicando que posee cualidades asociadas con ambos conjuntos.

Por razones practicas, muchas veces se asume que el universo de discurso S es finito,

estoes S = {1, -, zp}, yelpar {(na(x),x)} se denota por pa(x)/z, y cada par pa(z)/x
se denomina individualidad borrosa (fuzzy singleton) [59, 66]. El conjunto borroso A se
puede reescribir como

A = {(NA(x)Pr)} = {NA(‘T)/'Z} = (2 20)
= pa(z1)/z1+ -+ palen) /o, = 30 pal:)/z; '

donde + y > deben entenderse en el sentido de la teoria de conjuntos. Por convenio, los
pares pa(x)/z con pa(z) = 0 se omiten.
2.1.3 Definiciones basicas sobre conjuntos borrosos

A continuacién se presentan una serie de definiciones béasicas de utilidad en el manejo
de los conjuntos borrosos [59]%:

4 A partir de este punto se considerard U C R el universo de discurso para los conjuntos borrosos.
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Definicién 2 (Conjunto vacio)
Se dice que un conjunto borroso A estd vacio, y se escribe A = (), si y sélo si

wa(z) =0, Ve e U

Definicién 3 (lgualdad)
Se dice que dos conjuntos borrosos A y B definidos sobre el mismo universo de discurso
U son iguales, y se escribe A = B si y sélo si

pa(x) = pp(x), VeeU

Definicién 4 (Contencidn)
Se dice que un conjunto borroso A definido en U estd contenido en B en U (o alternati-
vamente, es un subconjunto de B), y se escribe A C B, si y sélo si

pa(z) < pp(x), VeeU

Definicién 5 (Normalidad)
Se dice que un conjunto borroso A definido en U es normal si y sélo si
=1
g 1)
Definicién 6 (Soporte)
El soporte de un conjunto borroso A en U (escrito suppA o bien Sy4) es el conjunto no
borroso
Spy={x€U:pa(x)>0}
yhC S, CU.

Zeng y Singh [174] introducen unas nuevas definiciones que conducen al concepto de
orden entre conjuntos borrosos.

Sea el espacio de entrada U C R el universo de discurso; los conjuntos borrosos A;
definidos sobre S (i = 1,2,---, N) son conjuntos borrosos y A;(z) (i =1,2,---, N) son
las funciones de pertenencia borrosas correspondientes.

Definicién 7 (Particién completa)

Se dice que los conjuntos borrosos Ai, As,---, Ay son una particion completa de U si
Vz € U existe al menos un A4; (i =1 < i < N) tal que A;(z) > 0. Por simplicidad, se
dice que los conjuntos Ay, Ao, ---, A, son completos si forman una particién completa.

Definicién 8 (Consistencia)
Se dice que los conjuntos borrosos Ai, Aa,---, Ay son consistentes si se verifica que si
A;i(x¢) = 1 para algin zg € U, entonces Vj # i, Aj(xo) = 0.

Definicién 9 (Subconjunto Normal de un Conjunto Borroso Normal)
Se define el subconjunto normal de un conjunto borroso normal A como

M(A) = {zjz €Uy A(z) = 1}

que es un subconjunto de S4 (el soporte del conjunto borroso A). Si el conjunto borroso
normal A tiene funcién de pertenencia PTS, entonces M (A) = [b, c|.
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Definicién 10 (Orden entre Conjuntos Borrosos Normales)
Para dos conjuntos borrosos normales Ay B C U, se dice que A > B si M(A) > M(B),
definiéndose esta desigualdad como

max M(A) > max M (B)

Proposicién 1
® Si A; son conjuntos borrosos normales en U C R con funciones de pertenencia PTS
Ai(x) = Ai(z;a4,bi,¢,d;) (i =1 < i < N), existe una reordenacién {iy,io,---,iny} de
{1 <i< N} tal que

Ail <Ai2 <"'<AiN

2.1.4 Operaciones entre conjuntos borrosos

Las tres operaciones béasicas definidas sobre los conjuntos clésicos (complemento, in-
terseccién y unién) pueden ser generalizadas a los conjuntos borrosos de diversas formas.
Dentro de la teoria de los conjuntos borrosos tiene especial relevancia la que hace uso de
operaciones conocidas como operaciones estindar (Fig 2.4), definidas como:

Interseccion: tanp(z) = min(pa(x), pp(z))
Unién: paup(x) = max(upa(z), up(r))
Complemento: pr(z) = 1—pa(z)

No obstante, al contrario que pasa con los conjuntos cldsicos, ésta no es la inica forma
posible de definir estas operaciones; diferentes funciones pueden ser apropiadas para
representarlas en diferentes contextos. Por lo tanto, no sélo las funciones de pertenencia
de los conjuntos borrosos van a ser dependientes del contexto sino también las operaciones
sobre dichos conjuntos [66].

UNION INTERSECCION COMPLEMENTO

Figura 2.4 Operaciones bésicas entre conjuntos borrosos. Definicién estandar

Complemento borroso

Dado un conjunto borroso A C U, se define su complemento como el conjunto borroso
A cuya funcién de pertenencia viene dada por la expresién
pr(x) = Cpa(x)), Vo e U (2.21)

donde C(z) es una funcién que debe cumplir las siguientes propiedades:

5La demostracién de esta proposicién puede encontrarse en [174]
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1. Condiciones de contorno: C'(0) =1, C(1) =0.

2. Monotonfa: para todo a,b € [0,1], si a < b, entonces C(a) > C(b)

La funcién C(x) es conocida por algunos autores como c-norma [93].

En la mayoria de los casos, es deseable considerar algunos requerimientos adicionales
para estas funciones:

3. C(x) es una funcién continua.

4. C(x) es involutiva, lo que significa que C(C(a)) = a, Ya € [0, 1]

Existen muchas funciones que cumplen las propiedades antes descritas, y que por lo
tanto pueden ser usadas para representar el complemento borroso. Algunas de ellas son:

Clz)y=1—-x Negacién
C(z) = £=£ A € (0,00) Sugeno
C(x) = (1 —2“)Y/* w e (0,00) Yager

Interseccion borrosa: t-norma

Dados dos conjuntos borrosos A y B, definidos sobre un mismo universo de discurso
U, se define su intersecciéon como un conjunto borroso AN B cuya funcién de pertenencia
viene dada por la expresiéon

panB(@) = Tlpa(z), pp(x)], Vo € U (2.22)

donde la funcién T'(x,y) es una norma triangular o t-norma [66, 130]. Una t-norma es
una aplicacién 7' : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que verifica las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: T'(z,y) = T(y,z), Vz,y € [0,1].
2. Asociativa: T(T'(z,y),2) = T(z,T(y,2)), VYx,y,z € [0,1].
Monotonia: si (z <y) y (w < z) entonces T'(z,w) < T(y, 2), Vz,y,w, z € [0, 1].

Elemento absorbente: T'(x,0) =0, Vz € [0, 1].

AN ol

Elemento neutro: T'(z,1) = x, Va € [0, 1].

Existen muchas funciones que cumplen estas propiedades y que por lo tanto pueden
ser utilizadas para representar la interseccién entre conjuntos borrosos. Algunas de ellas
son las siguientes:
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T(z,y) = min(zx,y) Minimo
T(z,y) = max(0,z +y — 1) Diferencia acotada
T(z,y)=x-y Producto algebraico
T(x,y) = min(z, y) - si max(:n,.y) =1 Producto drastico

0 en cualquier otro caso

En ocasiones es necesario restringir las posibles t-normas considerando tres requeri-
mientos adicionales [66]:

1. Continuidad: T'() es una funcién continua.
2. Subidempotencia: T'(x,z) < x.

3. Monotonia estricta: a; < ag y by < by implica T'(aj,b1) < T'(az,b2).

El axioma de continuidad previene de una situacion en la que un pequeno cambio en
el grado de pertenencia de los conjuntos A é B produzca un cambio grande (discontinuo)
en el grado de pertenencia de AN B. La subidempotencia se tiene en cuenta cuando los
grados de pertenencia de A y B para alguna z tienen el mismo valor. Este axioma
expresa el requerimiento de que el grado de pertenencia de AN B en este caso no exceda
este valor. El tercer requerimiento es una condicién més fuerte de monotonia.

Es habitual encontrar en la bibliografia la interseccion de dos conjuntos borrosos
expresada como

panB(x) = pa(z) A pp(r) (2.23)

donde A representa al operador minimo (interseccién borrosa estdandar). En el capitulo 4
y en el apéndice B se empleard el simbolo (| como indicativo de la t-norma.

Unién borrosa: t-conorma

Dados dos conjuntos borrosos A y B definidos sobre el mismo universo de discurso

U, se define su unién como un conjunto borroso AU B cuya funcién de pertenencia viene
dada por la expresion:

pauB(z) = S(pa, pp), Ve e U (2.24)

donde la funcién S(x,y) es una conorma triangular, también llamada t-conorma o s-
norma. Es una aplicacién S : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que satisface los siguientes requisitos:

1. Conmutatividad: S(z,y) = S(y, ), Va,y € [0, 1]

2. Asociatividad: S(z,S(y,z)) = S(S(x,y), 2), Vz,y,z € [0,1]

3. Monotonia: si (x <y)y (w < z) entonces S(z,w) < S(y, 2), Vz,y,w, z € [0, 1].
4. Elemento absorbente: S(z,1) =1, Va € [0,1].
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5. Elemento neutro: S(z,0) =z, Vx € [0, 1].

Al igual que en los casos anteriores, existe un gran nimero de funciones que cumplen
estas propiedades y que pueden ser utilizadas para representar la unién. Algunos ejem-
plos son:

S(z,y) = max(z,y) Maéximo
S(z,y) = min(1,z + y) Suma acotada
S(z,y)=c+y—x-y Suma algebraica
S(z,y) = max(z,y) i mln(az,:y) =0 Suma drastica

1 en cualquier otro caso

En ocasiones es necesario restringir las posibles t-conormas considerando tres reque-
rimientos adicionales [66], que tengan en cuenta casos especiales, tal y como se hizo para
la t-norma:

1. Continuidad: S() es una funcién continua.
2. Superidempotencia: S(z,z) >z

3. Monotonia estricta: a1 < ag y by < by implica S(a1,b1) < S(az,b2)

Es corriente encontrar en la bibliografia la unién de dos conjuntos borrosos expresada
como

paus(x) = pa(z) vV pp() (2.25)

donde V representa al operador maximo (unién borrosa estandar). En el capitulo 4 y en
el apéndice B se empleard el simbolo |J como indicativo de la t-conorma.

Relacion entre operaciones borrosas

De las propiedades generales de las t-normas y t-conormas es facil deducir que estas
funciones estan acotadas por las funciones minimo y maximo:

T(x,y) < min(z,y) Yo,y € [0,1] (2.26)

S(x,y) > max(z,y) Vz,y € [0,1] (2.27)

Una determinada eleccion de los operadores union, intersecciéon y complemento
pueden verificar las leyes de Morgan generalizadas:

C(T(x,y)) = S(C(x),C(y)) (2.28)

C(S(z,y)) =T(C(x),C(y)) (2.29)
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En ese caso se dice que la t-norma y la t-conorma son duales respecto al complemento
borroso. En general, dada una funcién de complemento, se puede asociar una t-norma a
cada s-norma (y viceversa). Por ejemplo, utilizando la negacién como complemento, las
parejas minimo-méximo y producto-suma verifican las leyes de Morgan generalizadas.

No todas las t-normas y t-conormas van a ser duales ni van a ser distibutivas. De
acuerdo con [66]:

1. La terna {min, max, C'} es dual respecto al complemento borroso C.

2. Los operadores minimo y méximo también verifican la propiedad distributiva:
min(z, max(y, z)) = max(min(z, y), min(z, z)) (2.30)
max(z, min(y, z)) = min(max(z, y), max(z, z)) (2.31)

3. Dada una t-norma 7"y un complemento borroso involutivo C', la operacién binaria
S en [0, 1] definida por
5(a,b) = C(T(C(a),C(b))

Va,b € [0, 1], es una t-conorma tal que {7, S,C} es una terna dual.

4. Dada una t-conorma S y un complemento involutivo C, la operacién binaria T en
[0, 1] definida por
T(a,b) = C(5(C(a), C(b))

Va,b € [0, 1], es una t-norma tal que {7, S,C} es una terna dual.

5. Sea {T,S,C} una terna dual que satisface las leyes complementarias, esto es
S(x,C(z) =U

T(x,C(xz)) =0

Entonces {T, S, C'} no satisface las leyes distributivas.

2.1.5 Propiedades de los conjuntos borrosos

Las leyes y propiedades que, segiin se ha visto, cumplen los conjuntos clésicos no
siempre se cumplen en el caso de los conjuntos borrosos. A continuacién se analizard qué
leyes verifican los conjuntos borrosos y cudles no:

1. Propiedad conmutativa: siempre se verifica, debido a que las t-normas y las t-
conormas son conmutativas por definicion.

2. Propiedad asociativa: también se verifica puesto que las t-normas y las t-conormas
también son asociativas.
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3. Leyes de idempotencia: se cumplen si se elige el minimo y el maximo como operadores
para la interseccién y la unién respectivamente. Pero si se escoge por ejemplo el
producto algebraico y la suma algebraica, no se cumplen.

4. Leyes de absorcién: también se cumplen si se elige el par minimo-méximo. Con otras
normas no ocurre necesariamente lo mismo.

5. Propiedad distributiva: también se cumple para el minimo y el maximo, pero no
necesariamente para otras normas.

6. Propiedades de absorcién e identidad: siempre se cumplen debido a la iltima pro-
piedad de las t-normas y t-conormas.

7. Involucién del complemento: es cierta si se define 4 (z) = 1—pa(z), ya que entonces:

pg =1 pa(@) = 1~ (1 - piz(x)) = piz(e) (232

8. Leyes de De Morgan: se garantiza su cumplimiento si la t-norma y s-norma elegidas
se derivan la una de la otra. Es decir: T'(z,y) =1—-S5S(1 —z,1 —y).

9. Leyes complementarias: en general no se cumplen. Es quizéds la consecuencia maés
clara de introducir el concepto de borrosidad en los conjuntos.

Se puede comprobar facilmente que en el caso de que los conjuntos sean clésicos (funcién
de pertenencia restringida a 0 6 1) las diferencias entre las diversas normas desaparecen,
convirtiéndose en los operadores interseccién y union clasicos.

Algunos autores criticos de la Teoria de Conjuntos Borrosos achacan a ésta el hecho
de que exista arbitrariedad a la hora de elegir los operadores de unién e interseccién. No
obstante esto, que parece un inconveniente, puede ser por otro lado una ventaja, ya que
nos permite una gran flexibilidad a la hora de abordar distintos problemas que involucren
conceptos vagos. Si se precisa mantener ciertas propiedades de los conjuntos clasicos,
deben elegirse una t-norma y una t-conorma que lo permitan. Esta eleccion dard lugar
a un tipo u otro de légica borrosa.

2.1.6 Principio de extension

Este principio proporciona un mecanismo para calcular los conjuntos borrosos ob-
tenidos por medio de una transformacién concreta (no borrosa) de cierto nimero (N)
de conjuntos borrosos. Especificamente, si X1,Xo,..., X5 son conjuntos borrosos con
funciones de pertenencia uq(x1), p2(x2), ..., un(xn), €l nuevo conjunto borroso Y=
f (X1, Xo,...,Xn) tendrd como funcién de pertenencia:

N
n(y) = T {rl.n:ly Mi(fi)} (2.33)
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2.1.7 «-cortes

Existe una manera directa de pasar de conjuntos borrosos a conjuntos clasicos me-
diante los llamados a-cortes [66]. Dado un nimero « € [0,1] y un conjunto borroso A,
definimos el a-corte de A como el conjunto A,, cuya funcién caracteristica se define:

1 sipa(z) >«

; 2.34
0 en cualquier otro caso (2:34)

Pa,(T) = {

En definitiva, el a-corte se compone de aquellos elementos cuyo grado de pertenencia
supera o iguala el umbral a.

Hablamos de a-cortes estrictos si:

1 sipa(z) >«
_ 2.
Pa,(T) { 0 en cualquier otro caso (235

Cualquier conjunto borroso A se puede representar mediante la unién de sus a-cortes de
la siguiente manera:

pa(z) = B [a - pa,(2)] (2.36)

Los a-cortes son de especial utilidad en el estudio de propiedades tales como la
reflexividad, simetria y transitividad en conjuntos borrosos.

2.1.8 Nuameros borrosos

Un caso particular y de especial interés de los conjuntos borrosos son los llamados
numeros borrosos. Surgen éstos como un intento de introducir vaguedad en los ntimeros
reales.

Un nimero borroso es un conjunto borroso A definido en la recta real Ry que cumple
ademds las siguientes propiedades:

1. Es normal, o lo que es lo mismo, existe al menos un elemento x de R tal que pa(z)
=1.

2. Es convexo, lo cual quiere decir que

V5 €[0,1] Vx,y € R
pa(dz + (1 —8)y) > min(ua(z), pa(y))
Geométricamente esta propiedad quiere decir que todos los a-cortes de A son inter-

valos cerrados en R. La funcién de pertenencia es creciente hasta llegar al punto en
que pa(x) = 1y decreciente a partir de él.
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3. La funcién de pertenencia es continua en intervalos.

4. El soporte de A es acotado.

La enorme importancia de los niimeros borrosos estriba en que son muchos los ejemplos
practicos en los que el grado de pertenencia de un determinado elemento del universo
U C R se puede expresar como funcién de una caracteristica mensurable del mismo.

Como ejemplo visual, se presenta unas posibles definiciones graficas de los niimeros
borrosos que expresan los predicados “aproximadamente 4” y “aproximadamente 6’. De
un modo arbitrario se han escogido funciones de tipo gaussiano y triangular, respectiva-
mente, tal y como se muestran en la Fig. 2.5.

Figura 2.5 Numeros Borrosos “aproximadamente 4” y “aproximadamente 6”

2.1.9 Moadificadores lingiiisticos

Un modificador lingiiistico, es una operacion que modifica el significado de un término,
o de manera més general de un conjunto borroso [32, 66, 90]. Por ejemplo, si un con-
junto borroso denota presion débil, entonces presion muy débil, presion mds o menos
débil, presion extremadamente débil son ejemplos de modificadores aplicados a este con-
junto. Los modificadores se pueden ver como operadores que actian sobre la funcién
de pertenencia de un conjunto borroso para modificarla. Algunos de estos operadores
pueden ser:

1. Concentracién:

Heon(U) (.f) = [MU<$)]2 (2'37)
2. Dilatacién:
taiu) () = [ ()] (2.38)
3. Modificadores artificiales:
» ) — 2)]1-25

umznus(U)(m) = [MU(x)]
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Heon(U) (JT)

Figura 2.6 Ejemplo de modificadores aplicados sobre un conjunto borroso

En la Fig. 2.6 se muestra graficamente el efecto de los dos primeros modificadores
sobre un conjunto borroso con funcién de pertenencia trapezoidal. Ademads de cambiar
la forma de las funciones de pertenencia, algunos modificadores también cambian la
posicién de los conjuntos sobre el eje de ordenadas; por ejemplo el modificador muy
aplicado sobre el conjunto borroso GRANDE desplaza a esta hacia la derecha (Fig. 2.7).

MGRANDE (%) Homuy(GRANDE) ()

Figura 2.7 Modificador muy aplicado sobre el conjunto GRANDE

2.2 LOGICA BORROSA

La Teoria de Conjuntos Borrosos puede utilizarse para representar expresiones lin-
glifsticas de las que se hace uso para describir conjuntos o algoritmos. Los conjuntos
borrosos son capaces de captar por si mismos la vaguedad lingiiistica de palabras y
frases cominmente aceptadas, como “flor roja” o “ligero cambio”. La habilidad humana
de comunicarse mediante definiciones vagas o inciertas es un atributo importante de la
inteligencia.

2.2.1 \Variables lingiisticas
Una Variable Lingiiistica es una variable cuyos valores son palabras o sentencias que

se enmarcan en un lenguaje predeterminado. Cada una de estas palabras o términos
se conoce como etiqueta lingiistica y se representa por medio de un conjunto borroso
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definido sobre el universo de discurso de la variable. Por ejemplo, la temperatura del
cuerpo humano puede catalogarse como ‘baja’, ‘normal’, ‘alta’ o ‘muy alta’. Cada uno de
estos términos es una etiqueta lingiiistica que puede definirse como un conjunto borroso.
Los conjuntos que forman la variable se muestran en la Fig. 2.8.

A
Baja Normal  Alta Muy Alta

0 —®  Temperatura (°C)
32 34 36 38 40 42

Figura 2.8 Definicién de la variable lingiiistica Temperatura

El concepto de variable lingiiistica se ampliara en el capitulo 3.

2.2.2 Relaciones borrosas: operadores logicos

Como se ha expuesto en las secciones anteriores, las operaciones unién, interseccion
y complemento operan todas ellas en un unico universo de discurso. Ahora bien, el
producto cartesiano permite productos de mas de un universo de discurso.

Producto cartesiano

Sean U y V dos universos de discurso cualesquiera. Se define una relacién borrosa
R entre U y V como un conjunto borroso cuyo universo es el producto cartesiano U x V.

Es decir:
R={((z,y), pr(z,y)) / (z,y) €U xV}
pur U X Yg i}f[O,Cly] ’ (2.40)

Si A1 Uy Ay C V, vy si se define el producto cartesiano de A1 y As como:

KAy xAs (.Z', y) = min(MA1 ('T)a KA, (y)) (2.41)

entonces, esta funcién vendria representada como se muestra en la figura 2.9.

Por ejemplo, si U = V = R, se puede definir la siguiente relacion borrosa que expresa
en qué medida los ntimeros reales x e y son similares:

R={((z,y), pr(z,y))|(z,y) € R*} (2.42)
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Figura 2.9 Producto cartesiano de dos universos de discurso: X e Y.

(I4+@—y)H™! sijlz—y| <5

y : 2.4
pr(T,Y) { 0 en cualquier otro caso (2.43)

No obstante, la utilidad mas destacada de las relaciones borrosas es la de poder actuar
como operadores conectivos.

Operador conectivo “"AND” (*Y")

Si tenemos dos conjuntos borrosos A C Uy B C V, y un par (z,y) € U x V, el
conectivo “AND” que nos indica en qué medida © € A e y € B se puede implementar
mediante la siguiente relacién borrosa:

panp(z,y) = min(pa(z), pp(y)) (2.44)

Se puede observar que esta nocién es muy parecida a la de intersecciéon de conjuntos
borrosos. No es exactamente igual, ya que la operacion de interseccién se define para
conjuntos en el mismo universo de discurso. De todos modos, y debido precisamente a
esa similitud, es frecuente definir el conectivo “AND” mediante cualquier t-norma y no
solo mediante el empleo del minimo.

Operador conectivo “OR” (“0")

El conectivo “OR”, que da idea de en qué medida x € A 6 y € B, se define habi-
tualmente como la relacion

por(z,y) = max(pa(z), up(y)) (2.45)
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o bien mediante cualquier otra t-conorma.

Operador implicacion “THEN” (“"ENTONCES”)

De igual forma, se buscan realizaciones para el operador de implicacion “THEN”
como relaciones borrosas entre antecedentes y consecuentes. En Loégica Borrosa hay
muchas maneras con las que puede definirse una implicacion; basandose en dichas defini-
ciones, pueden generarse muchas funciones de implicacién diferentes en base a t-normas
y t-conormas. A continuacién expresamos las principales implicaciones borrosas, de las
que la implicacién de Mamdani (minimo) y de Larsen (producto) son las de més facil
implementacién.

pona (2, ) = min(pua(e), p(y)) Mamdani
pp(z,y) = pa(r) - pp(y) Larsen
pr(z,y) =1 —pa(z) + pae) - ps(y) Reichenbach
pr(z,y) = min(l — pa(x) + ppy),1) Lucasiewick
pw (z,y) = max(1l — pa(z), min(pa(z), pp(y)) Willmott
urp(z,y) = max(l — u (), p(y) Kleene-Dienes

)(
pra(T,y) Z{ é :E ') pa >§Z E g Reschner-Gaines

y) pa()

— 1 ( ) ( )S B(y) rouwer-uodade
o) ={ L) Yo 1A b Brouver-Godel
pra(T,y) = { rlnm(uA( =)/us). 1) :g:z; Zié‘zg ig Goguen

Cuando g4 y pp no toman nada més que los valores 0 y 1, las definiciones anteriores
son compatibles con la implicacién de la légica cldsica (correspondiendo 0 al valor de
falsedad y 1 al de verdad), salvo en las implicaciones pips v pp.

2.2.3 Composicion de relaciones borrosas: procedimientos de
inferencia borrosa

Al contrario que en Logica Clasica, en Léogica Borrosa el razonamiento no es preciso,
sino que éste tiene lugar de una manera aproximada. Esto quiere decir que se puede
inferir una conclusién aunque el hecho no verifique la regla plenamente (“Razonamiento
Aproximado”). Dicha conclusién se parecerd tanto més a la conclusién formal de la
regla original cuanto mayor sea el grado de cumplimiento de la regla por parte del hecho.
El razonamiento aproximado se resume generalmente, por extensiéon del razonamiento
clasico, en los esquemas de modus ponens generalizado y modus tollens generalizado, que
veremos a continuacién.
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Proposiciones borrosas

En una proposicion borrosa, a diferencia de lo que ocurre en las proposiciones
clasicas, el grado de verdad puede estar en un valor intermedio entre uno y cero. Hay un
tipo de proposicién borrosa que sera particularmente ttil, llamada proposicién borrosa
incondicional y no cualificada. Se define como:

p: Si X es A entonces Y es B

donde X e Y son variables con valores en los universos U y V respectivamente y Ay B
son conjuntos borrosos sobre U y V respectivamente. Esta expresion se puede escribir
més formalmente por medio de la relacién

<X, Y> es R (2.46)

donde R es un conjunto borroso definido en U x V, y la funcién de pertenencia de cada
una se puede derivar de cada punto (z,y) € U x V por medio de una implicacion borrosa

R(x,y) = Z[A(x), B(y)] (2.47)

Hay muchas definiciones de la implicaciéon superior. Uno de ellos, es el conocido como la
implicacién de Lukasiewicz, (ver apartado 2.9) definida por:

Z[A(z), B(y)] = min(1,1 — A(z) + B(y)) (2.48)

Modus Ponens Generalizado (MPG)

En este esquema, se expresa una regla, se da un hecho y a partir de ambos se obtiene
una conclusion.

Regla: Si X es A entoncesY es B
Hecho: X es A
Conclusién: Y es B’ (MPG)

donde A, B, A’ y B’ son conjuntos borrosos. La conclusién B’ es un conjunto borroso
caracterizado por una generalizaciéon del Modus Ponens propuesto por Zadeh:

pp (y) = max{min(ua (), R(z, y))] (2.49)

siendo R(z,y) la implicacién definida en la ecuacién (2.47). De hecho, si el conjunto
borroso A’ se reduce al elemento xg, entonces,

_J 1 parax=umxg
pa = { 0 para z # x9 (2:50)
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tomando la implicacién R(z,y) por la correspondiente de Mamdani, se obtiene:

pp(y) = min(ua(zo), pa(y)) (2.51)

En suma, el MPG se reduce al esquema de modus ponens clésico si A’ = Ay B'= B.

Modus Tollens Generalizado (MTG)

En el Modus Tollens Generalizado (MTG) se cumple que:

Regla: Si X es A entonces Y es B
Hecho: Y es B
Conclusién: X es A’ (MTG)

En este caso la regla composicional de inferencia tiene la forma

pra(z) = max min(up (y), R(z,y)) (2.52)
yev

Razonamiento Aproximado Multicondicional

Este razonamiento es una generalizacién del modus ponens a multiples condiciones

[66]:

Regla: Si X es Ay, entoncesY es By
Regla: Si X es Ao, entonces Y es By
Regla: Si X es A,, entoncesY es B,
Hecho: Xes A

Conclusion: Y es B’

Esta clase de problemas de inferencia se puede manejar también a partir de lo que
llamamos el método de interpolacion, que consiste en dos pasos: (ver figura 2.10)

1. Encontrar el grado de consistencia del antecedente A;,j € {1,...,n} con el hecho
A/
dej(A') = h(A'N 4j) (2.53)
siendo h() una medida de la altura del conjunto, que puede calcularse usando una
t-conorma
de; (') = | (4'(@) () 4 (2)) (2:54)
zelU
Usando las opraciones estandar resulta

dej(A) = max min[A'(z), A;(z)] (2.55)
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Al(x)
X y
o) Ba(y) REGLAS
I S YA WG R |
X y
Al(z) B'(y)
y

X .
HECHO CONCLUSION

Figura 2.10 Representacién Grafica del método de interpolacion

2. Calcular la conclusién B’ truncando cada conjunto B; por el valor r;j(A’) y tomar la
unién de los conjuntos truncados (en caso de que las reglas sean disyuntivas)

B'(y) = J(de;(A) (N Bj(y)) Yy € Y (2.56)

J

que usando las operaciones estandar resulta ser

B'(y) = max min[dc;(A"), Bj(y)] Vy € Y (2.57)

Para el caso de dos entradas, la base de reglas tendrd dos antecedentes, A;(z) y
Bj(y), por lo que el dc debe ser calculado de otra forma; se asumird que el dc es el
minimo (o de manera mas general, otra t-norma) de los dos niveles de activacién de cada
antecedente por cada entrada. Especificamente

dej(X,Y) = dej(X) () de;(Y) (2.58)
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que usando el minimo resulta
de; (X, Y) = min(de; (X), de; (V)

Esta expresion puede extenderse para el caso de multiples antecedentes, que para una
t-norma genérica resulta

(dei)j = ()(de; (V7)) (2.59)

%

donde Y; son las entradas al sistema.

2.2.4 Entradas al sistema y activacion de reglas

Cuando en un razonamiento aproximado, como los que se describen anteriormente,
la entrada es un valor numérico xg, la activaciéon de cada conjunto puede hacerse de
forma directa como

dej(xo) = Aj(wo)
Esto es lo que ocurre en muchas de las aplicaciones que usan razonamientos borrosos,

como, por ejemplo, los controladores borrosos.

En cambio, cuando la entrada es un conjunto borroso A’, es necesario definir un
método para calcular el grado de consistencia de cada antecedente A; dicha entrada.
Dicho método se conoce también como método de activacion de reglas.

Se pueden considerar varias estrategias para solucionar este problema, basadas en el
uso de diversos operadores:

Definicién 11 (Método Max-min)
([66, 90]) El grado de consistencia se define, como ya se ha visto en (2.55)

dej(A) = max{pa;na} = maxmin{A;(z), A'(x)} (2.60)

Definicién 12 (Método Sum-product)
Kosko [72] propone el siguiente método de activacion de reglas:

dej(A) = - Al(z)Aj(z)dz (2.61)

siendo x una variable continua. Podemos derivar facilmente su version discreta [3]:
dej(A') = ZA DA (x) (2.62)

con K un factor de normalizacién. Este método, de forma opuesta al anterior, toma
en cuenta el area encerrada bajo la interseccién de ambos conjuntos, no sélo su valor
maximo.
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Definicién 13 (Método Max-product)
[20] Una alternativa a los dos métodos anteriores es este método hibrido, expresado como

dej(A) = %max {A;(x)A'(z)} (2.63)

Este método tiene la ventaja de realizar la interseccion mediante un producto, pero no
considera todo el area bajo la interseccién; el operador maz reducird de forma conside-
rable las colas laterales que puedan aparecer en el conjunto borroso de salida.

Definicién 14 (Método Sum-min)
Una posibilidad més de calcular la activacién de los conjuntos Aj(x) y A'(x) es la si-
guiente:

dej(A) = % S minf ), () (2.64)
o para el caso de variable continua:

dej(A) = / min{4;(z), A'(z)}de (2.65)

n

Pueden definirse otros métodos en funcién de las normas usadas. En [3] los autores
realizan un estudio de la influencia de los métodos de interpolacion en el comportamiento
de los sistemas borrosos.

2.3 SISTEMAS DE LOGICA BORROSA

Un sistema de ségica borrosa es la aplicacién de la inferencia borrosa a la automati-
zacion de procesos. En este capitulo se recogen las principales ideas que subyacen en la
aplicacion de estas técnicas a sistemas reales.

2.3.1 Tipos de sistemas basados en reglas borrosas
En la literatura especializada se distinguen tres clases de sistemas basados en re-

glas borrosas (SBRB), de acuerdo con la forma de las reglas y del tipo de entradas y
salidas [42]:

Sistemas puros
Estos sistemas tienen como entrada y como salida conjuntos borrosos. Al no realizar
ninguna transformacién sobre las entradas o sobre las salidas, tienen s6lo dos compo-

nentes principales: una base de conocimiento y un motor de inferencias (Fig. 2.11).

Las reglas lingiiisticas empleadas son de la forma
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Sl Xi1es Ay y--- X, es A, ENTONCES Y es B

donde X; e Y son variables lingiiisticas, y los A; y B son etiquetas lingiiisticas asociadas
a conjuntos borrosos.

Sistemas borrosos tipo Mamdani

Este tipo de sistemas fue propuesto por Mamdani [84], quien fue capaz de traducir
las teorias borrosas propuestas por Zadeh en el primer sistema borroso aplicado a un
problema de control. Esta clase de sistemas, la més usada dentro de los sistemas borrosos,
se conoce también con el nombre de controladores borrosos.

Un sistema tipo Mamdani se corresponde con la nocién mas conocida de sistema
borroso; estd compuesto por una base de conocimiento, un motor de inferencias, y unos
interfaces de borrosificacién y desborrosificacién (Fig. 2.11). Estos sistemas tienen una
serie de caracteristicas interesantes [8]:

s  Pueden ser usados en aplicaciones del mundo real, ya que manejan con facilidad
entradas y salidas reales.

m  Proporcionan un marco natural para la inclusién de conocimiento experto en forma
de las reglas lingiiisticas.

m  Tienen gran libertad a la hora de elegir los interfaces de borrosificaciéon y desborro-
sificacién.

Por el contrario presentan también una serie de limitaciones [42]:

= Falta de flexibilidad en el SBRB debido a la forma tan rigida en la que se particionan
los espacios de entrada y salida.

m  No existe una distincion clara entre el conocimiento experto y la definicién de las
variables lingiiisticas incluidas en las reglas borrosas.

= Cuando las variables de entrada al sistema dependen unas de otras, es muy compli-
cado obtener una particién borrosa adecuada de los espacios de entrada.

m Kl tamano de la base de conocimiento depende directamente del niimero de variables
y términos lingtiisticos que existan en el sistema.

Las reglas que manejan esta clase de sistemas son de la forma

SIl X1 esAyy--- X, es A, ENTONCES Y es B
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donde las entradas X; y la salida Y son ahora niimeros (no borrosos), en lugar de términos
lingiifsticos (como en el caso anterior), y por lo tanto, los A; y B son conjuntos borrosos
sin interpretacién directa, en lugar de etiquetas lingiiisticas.

Sistemas borrosos tipo Takagi-Sugeno-Kang

En lugar de trabajar con reglas lingiiisticas como las de la secciéon anterior, Tak-
agi, Sugeno y Kang [117, 121] propusieron un nuevo modelo basado en reglas donde el
antecedente estaba compuesto de variables lingliisticas y el consecuente se representaba
como una funcién de las variables de entrada. La forma mas habitual de esta clase de
reglas es la siguiente:

SI X1 es A1y --- X, es A, ENTONCES Y =p1- X1+ -pn- X5 + 1o

siendo X; las variables de entrada, Y la variable de salida, y p; pardmetros reales. Esta
clase de reglas se conocen como reglas TSK en referencia a sus creadores.

La salida de un sistema borroso TSK que usa una base de conocimiento con m reglas
se obtiene como la media ponderada de las salidas individuales proporcionadas por cada
regla, Y;, (i =1,---,m), como sigue

ey hi Y

> i hi
siendo h; = T(AY (1), -, A (z,)) el grado de emparejamiento entre la parte antecedente
de la regla ¢ y las entradas actuales al sistema x = (z1,---,2,). T es un operador de

conjuncién que se modela mediante una t-norma.

Esta clase de sistemas no han sido utilizados en los desarrollos posteriores.

2.3.2 Elementos

En la figura 2.11 aparecen los elementos principales de un Sistema de Légica Borrosa
(SLB). Se ha escogido como modelo un sistema tipo Mamdani por ser éste el més usado
en la literatura. Contiene cuatro componentes fundamentales [90]:

Interfaz de Borrosificaciéon que realiza un escalado de los valores de las entradas para
adecuarlos a los valores tipicos para los que se define el sistema, y una “borrosifi-
cacién” que convierte los datos de entrada en valores lingiiisticos adecuados para la
manipulaciéon de éstos como entidades borrosas.

Base de Conocimiento formada por una “base de datos”, que recoge la definicién de
las funciones de pertenencia de las entradas y el sistema, y una “base de reglas”, que
caracteriza y resume la politica y objetivos del control de un experto por medio de
un conjunto de reglas lingiiisticas de control.
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BORROSIFICADOR DESBORROSIFICADOR
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Borroso = INFERENCIAS
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|

Figura 2.11 Sistema de Ldgica Borrosa

Motor de Inferencias que inferird las acciones del sistema empleando alguna repre-
sentacion de la implicacién borrosa, asi como de los procedimientos de inferencia en
Légica Borrosa.

Interfaz de Desborrosificacién (o de concrecién [93]) que convertird la accién “bo-
rrosa” actualmente inferida en una accién concreta susceptible de aplicacién sobre
el proceso, y realizard un escalado para adecuar los rangos de salida para los que se
ha definido el sistema con las entradas del proceso.

2.3.3 Base de conocimiento

Base de reglas

Consideremos como ejemplo ilustrativo un problema genérico que puede ser resuelto
en términos de razonamiento aproximado por un ser humano experto en la materia,
generalmente siguiendo el esquema de modus ponens generalizado. Esto quiere decir
que el experto es capaz, mediante un conjunto de reglas o pautas de actuacién que
constituyen su experiencia sobre el tema de elaborar unas conclusiones o consecuentes
a partir de unos hechos observados o antecedentes. El experto podrd transmitir sus
conocimientos, al menos parcialmente, mediante un conjunto de N reglas del tipo si-
entonces, con antecedentes relacionados por el conectivo “Y” en la mayoria de los casos
(ver apartado 2.2.2 y siguientes).

La experiencia del ser humano, recogida y almacenada de esta manera, es lo que
podemos denominar base de reglas (o base de conocimiento) por similitud con los métodos
de trabajo y la terminologia propios de los Sistemas Expertos.

Existen varios modos de derivaciéon de las reglas, siendo éste el punto fuerte de
numerosas investigaciones actualmente. Cabe destacar:
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m  Basados en los conocimientos de un experto, generalmente a través de una verbaliza-
cién introspectivo de ésta, o a partir de cuestionarios cuidadosamente organizados.

m  Basados en las acciones de control de un operador, en funcién de los datos de entrada-
salida observados.

m  Basados en un modelo borroso del proceso.

»  Basados en aprendizaje (controladores auto-organizados).

Funciones de pertenencia. Base de datos

Los conceptos asociados con la Base de Datos se usan para caracterizar las reglas
borrosas y la manipulaciéon de los datos en un sistema borroso. Estos conceptos son
definidos subjetivamente y estdn basados en la experiencia y juicio de un experto sobre
el proceso. Algunos de estos aspectos serian la cuantificacion y normalizacién de los
universos de discurso, numero de conjuntos borrosos o categorias lingiiisticas de entradas
y control, y la eleccion de las funciones de pertenencia asociadas a éstas ultimas.

La eleccién de niveles de cuantificacién tiene una influencia esencial en la precision
y “finura” del sistema obtenido. El nimero de categorias lingiiisticas determina la gra-
nularidad del sistema final.

Existen dos métodos para definir conjuntos borrosos (mediante sus funciones de
pertenencia), dependiendo de si los universos de discurso son discretos o continuos:

m  Definicién numérica: En el caso de universos discretos, la funcién de pertenencia
de un conjunto borroso se representa como un vector de nimeros cuya dimensién
depende del grado de discretizacion.

m  Definicién funcional: En el caso de universos continuos, las funciones de pertenen-
cia se expresan por medio de funciones regulares, tipicamente triangulares o trape-
zoidales (seccién 2.1.2).

La eleccién de la forma de las funciones de pertenencia se basa en criterios subjetivos
o caracteristicos de cada proceso en cuestién. Por ejemplo, si los datos medibles van
a estar afectados por ruido, las funciones de pertenencia deberian ser suficientemente
anchas para reducir la sensibilidad del sistema frente a éstos.

2.3.4 Motor de inferencias. Inferencia borrosa
El motor de inferencias representa el nicleo del SBRB, y agrupa toda la légica de

inferencia borrosa del sistema, de barrido de las reglas durante ésta, eleccién refinada de
reglas a utilizar, etc.
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La inferencia borrosa es el proceso mediante el cual se obtiene como consecuente un
conjunto borroso a partir de unos antecedentes también borrosos. Hace uso de lo visto
en la seccién 2.2.3.

2.3.5 Borrosificacién y desborrosificacion

En mucho casos, especialmente dentro de la literatura de control, las entradas a un
sistema borroso no son conjuntos borrosos sino valores numéricos concretos. Por eso
es necesario establecer algin tipo de interfaz entre estos valores numeéricos y el motor
de inferencia borrosa. Por un lado habrd que elaborar conjuntos borrosos a partir de
las entradas no borrosas (borrosificacién) y por otro se habrd que calcular un valor
numérico de salida a partir del conjunto borroso obtenido en el proceso de inferencia
(desborrosificacién).

Borrosificacion

La primera parte del problema tiene una soluciéon muy sencilla. Si xg es el valor
concreto de una entrada del sistema borroso, parece légico definir el correspondiente
conjunto borroso de entrada mediante la siguiente funcién de pertenencia:

1 sixz=ux

2.66
0 en otro caso ( )

pa(r) = {

Desborrosificacién (concrecion)

Para calcular la senal de salida que se debe aplicar al proceso se puede recurrir
a distintos métodos. Desafortunadamente, no existe ningiin procedimiento sistematico
para la elecciéon de la estrategia de desborrosificacién, siendo las mas cominmente usadas
en la actualidad las siguientes:

1. Método de méxima pertenencia: el valor de salida es aquél cuyo grado de pertenencia
al conjunto de salida D(y) inferido sea méximo. Es decir:

max up(y) = 1o (yo) (2.67)
yeD(y)

2. Método del centro de gravedad (o centroide). Es sin duda el mds usado de todos los
métodos, ya que proporciona variaciones suaves y continuas de los valores de salida.
Esta se calcula como el centro de gravedad de la funcién de pertenencia del conjunto
de salida D(y). Esto es:

~ Jynp(y)dy

= T un)dy (2.68)

Yo
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3. Método del maximo indexado: Este método calcula el centro de gravedad del sub-
conjunto borroso del consecuente inferido, correspondiente a los puntos cuyo valor
de pertenencia al consecuente es superior a un umbral dado.

Existen otros muchos métodos de desborrosificacién [66, 90] siendo éste un tema de
constante estudio en la literatura.

2.3.6 Sistemas Borrosos Aditivos
Kosko [70, 72] propone lo que él llama Sistemas Borrosos Aditivos. Un caso particular

de estos sistemas es el llamado modelo aditivo estandar (en inglés standard additive model,
SAM), cuyo diagrama de bloques se muestra en la Fig. 2.12.

Si A; entonces D, (1)

Si Az entonces D;(2)

Centroide ——=y = F(z)

Si Ay, entonces Dy(pm)

Figura 2.12 Diagrama de bloques de un modelo aditivo estdndar

A partir de una entrada no borrosa x, el sistema dispara la parte si de las reglas,
activando los conjuntos A, ;) hasta un cierto nivel dado por el coeficiente de activacién
CA; = Ay (z). La parte entonces de las reglas, correspondiente a los conjuntos de
salida D, ;) (siendo p(j) y r(j) funciones de indexado) se escala de acuerdo a este nivel.
El escalado se realiza mediante el operador producto. Cada regla proporciona como
salida un nuevo conjunto D;(j), tal que

D}j) = Dy(j) Apy) () (2.69)

Estos conjuntos se escalan por un coeficiente w; y se suman para obtener el conjunto
resultado D. Para obtener el valor de salida se suele usar el centroide de dicho conjunto.

F(z) = centroide(D) = centroide ijDT(j)Aj () (2.70)
J

En caso de tener miltiples antecedentes, y por lo tanto multiples entradas x1, xo,...
xr, en reglas de la forma
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Sizyes Apjyyzaes Ay, y - yrpes A entonces Y es D,

pr(5)

el nivel de activacion de la regla se calcula como el producto de los niveles individuales:

L L
[1(CA); =TT Apiy (@) (2.71)
i=1 i=1
L
Dyjy = Drj lH(CAi)j] (2.72)
=1

Los niveles de activacion (C'4;); son el equivalente en operativa SAM de los grados de
consistencia dc; del caso general (secciones 2.2.3 y 2.2.4).

Kosko defiende esta arquitectura alegando distintas razones. Las méas importantes
son:

m  El cdlculo computacional que requiere esta arquitectura es pequena. Se debe al hecho
de que algunas de las variables intermedias que se necesitan para calcular la solucién
final pueden ser precalculadas y almacenadas. El centroide de salida, por ejemplo,
puede escribirse:

_ JyD(y)dy
J D(y)dy
> wiAj(x)Ve,

= ST oAV @)

F(z) = centroide(D) (2.73)

donde los pardmetros V; y c; son, respectivamente, el hipervolumen encerrado por
la funcién de pertenencia D; y su centroide.

Como se puede deducir de la expresion, tanto los volimenes V; como los centroides
c¢; pueden ser precalculados. El célculo real sélo sera de los Aj(z) y el uso de la
expresion (2.74).

= Kosko propone diferentes operaciones borrosas a las propuestas por otros autores [66]
sobre conjuntos borrosos. Especificamente, si se tiene en cuenta el método de inter-
polacion (ver Fig. 2.10, en el apartado 2.2.3):

1. Ya que las entradas que él propone son numéricas (no borrosas) no da a lugar

usar la expresién alli apuntada, como un nivel. Los niveles se obtienen direc-
tamente de la funcién de pertenencia de la parte si de las reglas en el punto
.
En el caso de que la entrada sea un vector ( es decir, en el caso de que existan
varias condiciones si en las reglas), Kosko sugiere la multiplicacién de los niveles
de disparo individuales, tal y como se muestra en la ecuacién (2.71), en oposicién
al operador min. La razén para esto es que el multiplicador reduce el nivel de
proposiciones en los que los hechos no coinciden con la parte si de la reglas. Sin
embargo, el operador min no puede realizar esto.
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Si las entradas son borrosas, los niveles se calculan como

Aj(A)=Aj0A= A(x)Aj(x)dx (2.75)

. Respecto a la combinacién aditiva de la parte entonces de las reglas, Kosko dice

que el operador max tiende a crear funciones de pertenencia que se aproximan
mas a pulsos rectangulares cuanto mas reglas se combinan.

Por otro lado, el operador suma tiene la tendencia a crear curvas con forma de
campana, lo que sugiere la posibilidad de la existencia de un teorema del limite
similar al teorema del limite central.





